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Resumo. O planejamento da produção em fundições de pequeno porte é especialmente difı́cil devido à variedade de ligas
e itens que são produzidos. Este problema pode ser resumido a determinar quais itens serão produzidos em cada perı́odo
do horizonte de planejamento e, consequentemente, quais ligas devem ser fundidas para garantir essa produção. Essas
decisões estão diretamente relacionadas, pois cada item é vazado a partir de uma liga especı́fica. Logo, os itens a serem
produzidos num dado perı́odo dependem das ligas que forem fundidas. Em cada perı́odo, o número de fusões é limitado
e o volume de liga fundida correspondente à capacidade do forno utilizado. Na literatura, esse problema considerando
apenas um forno para a produção foi tratado utilizando métodos exatos e heurı́sticos. Embora na prática seja relevante
considerar no processo de planejamento mais de um tipo de forno, poucos trabalhos incluem esta questão. Planejar
a produção considerando vários fornos é especialmente importante por questões de economia de energia elétrica e,
consequentemente, redução dos custos de produção. Neste trabalho, propomos um modelo inteiro misto para o problema
de dimensionamento de lotes inspirado numa fundição de pequeno porte do Estado de São Paulo. A fundição dispõe de
dois fornos que não podem ser utilizados simultaneamente. Testes computacionais foram conduzidos com o objetivo de
comparar o planejamento integrado dos fornos com soluções da literatura para problemas em que apenas um forno é
tratado.
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1. INTRODUÇÃO

Neste trabalho, abordamos o problema de planejamento de produção em fundições de pequeno porte. De forma geral,
um plano de produção deve especificar quais ligas serão fundidas e quais peças serão vazadas a partir destas ligas. A
definição de um plano de produção eficiente é particularmente difı́cil devido à grande variedade de ligas e itens que são
produzidos.

As fundições de pequeno porte têm um importante papel na economia brasileira, pois pertencem a cadeia produtiva de
indústrias de diferentes setores, como, por exemplo, automobilı́stico e agrı́cola. Além disso, são responsáveis por muitos
empregos diretos e indiretos.

Devido a sua importância econômica e ao desafio cientı́fico que o problema de planejamento de sua produção repre-
senta, vários autores estudaram o problema. Stawowy e Duda (2012) apresentam uma revisão de artigos que abordam o
problema. Em particular, Araujo et al. (2008), Teixeira.Jr. et al. (2010), Tonaki e Toledo (2010), Camargo et al. (2012a),
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Tabela 2. Parâmetros e variáveis do modelo.

Parâmetros
u
f

tempo de fusão do forno f (em horas);
cap

f

capacidade de fusão do forno f (em quilos);
exp capacidade de fusão em cada perı́odo do horizonte de planejamento (em tempo);
Max

t

número máximo de subperı́odos em um perı́odo do horizonte de planejamento
(Max

t
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f

)c);
P
t

primeiro subperı́odo do perı́odo t, P
t

= 1 + (t� 1) ⇤Max
t
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t

último subperı́odo do perı́odo t, U
t

= t ⇤Max
t

;
L
t

= {P
t

, ..., U
t

} conjunto de subperı́odos do perı́odo t;
S (k) conjunto de itens que são fabricados com a liga k.
b
it

penalidade pelo atraso em atender a demanda do item i no perı́odo t;
h
it

penalidade pelo estoque do item i no final do perı́odo t;
d
it

demanda do item i no perı́odo t;
⇢
i

peso do item i (em quilos).
Variáveis
B

it

quantidade do item i em atraso no final do perı́odo t;
I
it

quantidade do item i em estoque no final do perı́odo t;
X

i⌘f

quantidade do item i produzida no subperı́odo ⌘ no forno f ;
L
k⌘f

variável binária que assume o valor 1 se a liga k for fundida no subperı́odo ⌘ no forno f ,
zero caso contrário.
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t2T
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= d
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it

+B
i,t�1 i 2 N ; t 2 T (2)
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⇢
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·X
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f

· L
k⌘f

k 2 K; ⌘ 2 L; f 2 F (3)
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f2F

X

k2K

X

⌘2Lt

u
f

· L
k⌘f

 exp t 2 T (4)
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k2K
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f2F
L
k⌘f

 1 ⌘ 2 L (5)

I
i0 = 0, B

i0 = 0 (6)
X

i⌘f

2 Z+ i 2 N ; ⌘ 2 L; f 2 F (7)
I
it

, B
it

� 0 i 2 N ; t 2 T (8)
L
k⌘f

2 {0, 1} k 2 K; ⌘ 2 L; f 2 F (9)

A função objetivo (1) visa minimizar a soma das penalidades por atraso e por antecipação (estoque). Nas restrições
(2) garantimos o atendimento da demanda. O limite de capacidade dos fornos é imposto pelas restrições (3), enquanto
o número de fornadas por perı́odo é limitado em (4). Em cada um dos subperı́odos, apenas uma liga pode ser fundida
em um único forno (5). Sem perda de generalidade os estoques iniciais e os itens em atraso no inı́cio do horizonte são
considerados nulos em (6). O domı́nio das variáveis é descrito nas restrições (7)–(9).

Para tratar a possibilidade de fusão em múltiplos fornos, adaptamos as variáveis de produção (X
i⌘f

e L
k⌘f

) e as
restrições do modelo de Araujo (2003) para considerar os vários fornos. Além disso, incluı́mos no modelo um novo
conjunto de restrições. As restrições (4) garantem que a capacidade de fusão da fundição em horas é limitada a seu
expediente, e não ao número de vezes que um dado forno pode ser utilizado. Como os fornos têm tamanhos diferentes e
o tempo necessário para a fusão de cada um deles é distinto, o número de fusões em um perı́odo é variável, diferente do
modelo de Araujo (2003) em que esse número é pré-fixado. Para tratar esta incerteza, um limite máximo de fusões por
dia é determinado por Max

t

.
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A função objetivo (1) visa minimizar a soma das penalidades por atraso e por antecipação (estoque). Nas restrições
(2) garantimos o atendimento da demanda. O limite de capacidade dos fornos é imposto pelas restrições (3), enquanto
o número de fornadas por perı́odo é limitado em (4). Em cada um dos subperı́odos, apenas uma liga pode ser fundida
em um único forno (5). Sem perda de generalidade os estoques iniciais e os itens em atraso no inı́cio do horizonte são
considerados nulos em (6). O domı́nio das variáveis é descrito nas restrições (7)–(9).

Para tratar a possibilidade de fusão em múltiplos fornos, adaptamos as variáveis de produção (X
i⌘f

e L
k⌘f

) e as
restrições do modelo de Araujo (2003) para considerar os vários fornos. Além disso, incluı́mos no modelo um novo
conjunto de restrições. As restrições (4) garantem que a capacidade de fusão da fundição em horas é limitada a seu
expediente, e não ao número de vezes que um dado forno pode ser utilizado. Como os fornos têm tamanhos diferentes e
o tempo necessário para a fusão de cada um deles é distinto, o número de fusões em um perı́odo é variável, diferente do
modelo de Araujo (2003) em que esse número é pré-fixado. Para tratar esta incerteza, um limite máximo de fusões por
dia é determinado por Max
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A função objetivo (1) visa minimizar a soma das penalidades por atraso e por antecipação (estoque). Nas restrições
(2) garantimos o atendimento da demanda. O limite de capacidade dos fornos é imposto pelas restrições (3), enquanto
o número de fornadas por perı́odo é limitado em (4). Em cada um dos subperı́odos, apenas uma liga pode ser fundida
em um único forno (5). Sem perda de generalidade os estoques iniciais e os itens em atraso no inı́cio do horizonte são
considerados nulos em (6). O domı́nio das variáveis é descrito nas restrições (7)–(9).

Para tratar a possibilidade de fusão em múltiplos fornos, adaptamos as variáveis de produção (X
i⌘f

e L
k⌘f

) e as
restrições do modelo de Araujo (2003) para considerar os vários fornos. Além disso, incluı́mos no modelo um novo
conjunto de restrições. As restrições (4) garantem que a capacidade de fusão da fundição em horas é limitada a seu
expediente, e não ao número de vezes que um dado forno pode ser utilizado. Como os fornos têm tamanhos diferentes e
o tempo necessário para a fusão de cada um deles é distinto, o número de fusões em um perı́odo é variável, diferente do
modelo de Araujo (2003) em que esse número é pré-fixado. Para tratar esta incerteza, um limite máximo de fusões por
dia é determinado por Max

t

.
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A função objetivo (1) visa minimizar a soma das penalidades por atraso e por antecipação (estoque). Nas restrições
(2) garantimos o atendimento da demanda. O limite de capacidade dos fornos é imposto pelas restrições (3), enquanto
o número de fornadas por perı́odo é limitado em (4). Em cada um dos subperı́odos, apenas uma liga pode ser fundida
em um único forno (5). Sem perda de generalidade os estoques iniciais e os itens em atraso no inı́cio do horizonte são
considerados nulos em (6). O domı́nio das variáveis é descrito nas restrições (7)–(9).

Para tratar a possibilidade de fusão em múltiplos fornos, adaptamos as variáveis de produção (X
i⌘f

e L
k⌘f

) e as
restrições do modelo de Araujo (2003) para considerar os vários fornos. Além disso, incluı́mos no modelo um novo
conjunto de restrições. As restrições (4) garantem que a capacidade de fusão da fundição em horas é limitada a seu
expediente, e não ao número de vezes que um dado forno pode ser utilizado. Como os fornos têm tamanhos diferentes e
o tempo necessário para a fusão de cada um deles é distinto, o número de fusões em um perı́odo é variável, diferente do
modelo de Araujo (2003) em que esse número é pré-fixado. Para tratar esta incerteza, um limite máximo de fusões por
dia é determinado por Max

t

.
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Parâmetros
u
f

tempo de fusão do forno f (em horas);
cap

f

capacidade de fusão do forno f (em quilos);
exp capacidade de fusão em cada perı́odo do horizonte de planejamento (em tempo);
Max

t
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(2) garantimos o atendimento da demanda. O limite de capacidade dos fornos é imposto pelas restrições (3), enquanto
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considerados nulos em (6). O domı́nio das variáveis é descrito nas restrições (7)–(9).

Para tratar a possibilidade de fusão em múltiplos fornos, adaptamos as variáveis de produção (X
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) e as
restrições do modelo de Araujo (2003) para considerar os vários fornos. Além disso, incluı́mos no modelo um novo
conjunto de restrições. As restrições (4) garantem que a capacidade de fusão da fundição em horas é limitada a seu
expediente, e não ao número de vezes que um dado forno pode ser utilizado. Como os fornos têm tamanhos diferentes e
o tempo necessário para a fusão de cada um deles é distinto, o número de fusões em um perı́odo é variável, diferente do
modelo de Araujo (2003) em que esse número é pré-fixado. Para tratar esta incerteza, um limite máximo de fusões por
dia é determinado por Max
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variável binária que assume o valor 1 se a liga k for fundida no subperı́odo ⌘ no forno f ,
zero caso contrário.

Min
P

t2T
P

i2N (b
it

·B
it

+ h
it

· I
it

) (1)
s.a

I
i,t�1 +

X

⌘2Lt

X

f2F
X

i⌘f

+B
it

= d
it

+ I
it

+B
i,t�1 i 2 N ; t 2 T (2)

X

i2S(k)

⇢
i

·X
i⌘f

 cap
f

· L
k⌘f

k 2 K; ⌘ 2 L; f 2 F (3)

X

f2F

X

k2K

X

⌘2Lt

u
f

· L
k⌘f

 exp t 2 T (4)

X

k2K

X

f2F
L
k⌘f

 1 ⌘ 2 L (5)

I
i0 = 0, B

i0 = 0 (6)
X

i⌘f

2 Z+ i 2 N ; ⌘ 2 L; f 2 F (7)
I
it

, B
it

� 0 i 2 N ; t 2 T (8)
L
k⌘f

2 {0, 1} k 2 K; ⌘ 2 L; f 2 F (9)

A função objetivo (1) visa minimizar a soma das penalidades por atraso e por antecipação (estoque). Nas restrições
(2) garantimos o atendimento da demanda. O limite de capacidade dos fornos é imposto pelas restrições (3), enquanto
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3. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Para avaliar o modelo proposto foram utilizados nove exemplos gerados com base em carteiras reais de uma fundição
de pequeno porte do Estado de São Paulo. Os exemplos foram resolvidos considerando os dois fornos da fundição,
um com capacidade máxima de 140 kg e o outro com capacidade máxima de 380 kg. O tempo de fusão dos fornos é,
respectivamente, igual a 1 e a 0,8 unidades de tempo do expediente, que tem um total de 10 unidades. Os demais dados
dos exemplos são resumidos na Tab. 3.

Tabela 3. Dados dos exemplos.

Exemplo Itens Ligas Perı́odos
1 398 37 5
2 26 11 1
3 40 15 2
4 111 14 3
5 29 11 2
6 168 27 5
7 109 29 5
8 90 20 4
9 114 21 5

O modelo proposto foi escrito em linguagem de modelagem e resolvido utilizando o software de otimização CPLEX
versão 12.5 (configuração padrão) num servidor HP Xeon E5-2620 2.0 GHz 64Gb RAM com sistema operacional Ubuntu
12.04. Os testes foram realizados com limite de tempo (TL) de uma hora para cada exemplo.

Os resultados obtidos para os 9 exemplos são resumidos na Tab. 4. A primeira coluna da tabela indica o exemplo que
foi resolvido. Nas três colunas seguintes, reportamos o custo da melhor solução obtida (FO), o desvio (Desvio (%)), o
tempo total de resolução (T(s)) e a perda de material em quilos (Perda (Kg)), ou seja, a soma da subutilização dos fornos.
O desvio é dado por:

Desvio = 100 · FO � LI

LI
(10)

em que: LI é o limitante inferior do problema.
Nas colunas 6-9, apresentamos os resultados obtidos pelo software de otimização CPLEX versão 12.5 (configuração

padrão) resolvendo os exemplos considerando apenas um forno como proposto em (Araujo, 2003). Neste caso, assumimos
que apenas o forno maior está disponı́vel. Destacamos que, como os autores consideram na função objetivo custos para a
troca de ligas durante o planejamento da produção, sua função objetivo foi substituı́da pela função objetivo (1) do modelo
aqui proposto para comparações de resultados. Em negrito destacamos os melhores resultados obtidos. Na última coluna
da tabela, apontamos a economia percentual obtida utilizando o modelo com múltiplos fornos, ou seja:

Economia = 100 · FO1forno � FO2fornos

FO1forno
. (11)

Tabela 4. Análise do modelo proposto.

Ex. Dois Fornos Um único forno Economia
F.O. Desvio (%) T (s) Perda (Kg) F.O. Desvio (%) T (s) Perda (Kg) (%)

1 4.140.830 0,4 TL 15 4.137.259 0,3 TL 10 -0,09
2 0 0,0 0 1.045 68 0,0 1 2.413 –
3 28.333 0,0 1 1.367 28.474 0,0 3 3.067 0,50
4 59.159 5,2 TL 1.618 59.381 0,8 TL 2.564 0,37
5 7.675 0,0 112 2.329 7.675 0,0 10 3.389 0,00
6 834.871 3,0 TL 4.147 837.493 3,1 TL 6.591 0,31
7 803.179 7,4 TL 2.997 820.403 6,3 TL 7.019 2,10
8 707.385 2,2 TL 1.754 706.956 0,8 TL 3.423 -0,06
9 840.939 2,1 TL 2.323 841.239 2,1 TL 2.626 0,04

Média 2,3 1.955 1,5 3.456 0,39

Como esperado, ao abordarmos o problema considerando os dois fornos disponı́veis, os valores da função objetivo
são inferiores aos valores do planejamento com um único forno, para a maioria das carteiras. Apenas para os Exemplos 1 e
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respectivamente, igual a 1 e a 0,8 unidades de tempo do expediente, que tem um total de 10 unidades. Os demais dados
dos exemplos são resumidos na Tab. 3.

Tabela 3. Dados dos exemplos.

Exemplo Itens Ligas Perı́odos
1 398 37 5
2 26 11 1
3 40 15 2
4 111 14 3
5 29 11 2
6 168 27 5
7 109 29 5
8 90 20 4
9 114 21 5

O modelo proposto foi escrito em linguagem de modelagem e resolvido utilizando o software de otimização CPLEX
versão 12.5 (configuração padrão) num servidor HP Xeon E5-2620 2.0 GHz 64Gb RAM com sistema operacional Ubuntu
12.04. Os testes foram realizados com limite de tempo (TL) de uma hora para cada exemplo.

Os resultados obtidos para os 9 exemplos são resumidos na Tab. 4. A primeira coluna da tabela indica o exemplo que
foi resolvido. Nas três colunas seguintes, reportamos o custo da melhor solução obtida (FO), o desvio (Desvio (%)), o
tempo total de resolução (T(s)) e a perda de material em quilos (Perda (Kg)), ou seja, a soma da subutilização dos fornos.
O desvio é dado por:
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8, os resultados são piores em menos de 0,1% e para o Exemplo 5 as duas abordagens levam a resultados iguais. Também
observamos que, em média, o desvio da solução ótima para o problema com múltiplos fornos (2,3%) é maior que o desvio
para o problema com um único forno (1,4%), o que pode levar a uma redução ainda maior nos valores da função objetivo.
Para os exemplos em que o modelo para dois fornos apresentou melhoria nos valores da função objetivo, esta varia de
0,04% (Exemplo 9) a 2,1% (Exemplo 7). O Exemplo 2 não foi incluı́do na média, uma vez que o valor da função objetivo
é zero quando vários fornos são considerados. Além disso, temos um melhor aproveitamento da capacidade dos fornos,
ao utilizarmos os dois fornos, a subutilização é reduzida em média 43%.

Também comparamos os resultados obtidos com uma simulação da polı́tica de planejamento utilizada pela fundição.
Na Tab. 5, apresentamos os resultados obtidos. É importante destacar que a polı́tica da empresa considera em seu
planejamento os dois fornos. Quando comparado à simulação da polı́tica de planejamento da empresa, os resultados
obtidos pelo modelo são significativamente melhores, tanto em relação ao custo quanto em relação à subutilização dos
fornos.

Tabela 5. Comparação com uma simulação da polı́tica de planejamento da fundição.

Ex. Modelo Proposto Simulação da Prática
F.O. Perda (Kg) F.O. Perda (Kg)

1 4.140.830 15 4.630.160 4.607
2 0 1.045 68 2.413
3 28.333 1.367 49.739 3.130
4 59.159 1.618 91.506 3.390
5 7.675 2.329 25.401 3.395
6 834.871 4.147 1.242.410 6.591
7 803.179 2.997 1.313.720 8.047
8 707.385 1.754 1.006.510 3.457
9 840.939 2.323 1.034.170 4.241

Média 1.955 4.363

4. CONSIDERAÇÕES FINAIS

O modelo proposto para o planejamento da produção de fundições de pequeno porte com múltiplos fornos se mos-
trou eficiente, resultando em planos de produção com custos melhores que o modelo que considera apenas um forno e
também que a simulação da polı́tica de planejamento atualmente adotada pela empresa estudada. As soluções também
são significativamente melhores com relação a utilização dos fornos.

Extensões do modelo ainda podem ser exploradas, considerando, por exemplo, penalidades para a troca de fornos.
Além disso, buscar alternativas aos softwares comerciais de otimização para resolver o problema é muito importante, uma
vez que os softwares comerciais têm custo relevante quando comparado ao orçamento de empresas de pequeno porte.
Nesta direção, também seria interessante desenvolver métodos heurı́sticos independentes de softwares comerciais para
este problema.
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fundição de pequeno porte. Livro de resumos XVI Oficina Nacional de Problemas de Corte e Empacotamento, Plane-
jamento e Programação da Produção e Correlatos, 1, 142.



Considerações	
  finais	
  

•  Os	
  resultados	
  mostraram	
  que	
  considerar	
  os	
  
dois	
  fornos	
  no	
  planejamento	
  gera	
  resultados	
  
melhores	
  tanto	
  quanto	
  aos	
  custos	
  quanto	
  a	
  
u6lização	
  dos	
  fornos	
  

•  Seria	
  interessante	
  buscar	
  alterna6vas	
  aos	
  
sogwares	
  comerciais	
  (heurís6cas)	
  

•  Considerar	
  o	
  tempo	
  de	
  troca	
  de	
  fornos	
  

21	
  



Obrigada!	
  Dimensionamento de lotes em fundições de pequeno porte
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Resumo. O planejamento da produção em fundições de pequeno porte é especialmente difı́cil devido à variedade de ligas
e itens que são produzidos. Este problema pode ser resumido a determinar quais itens serão produzidos em cada perı́odo
do horizonte de planejamento e, consequentemente, quais ligas devem ser fundidas para garantir essa produção. Essas
decisões estão diretamente relacionadas, pois cada item é vazado a partir de uma liga especı́fica. Logo, os itens a serem
produzidos num dado perı́odo dependem das ligas que forem fundidas. Em cada perı́odo, o número de fusões é limitado
e o volume de liga fundida correspondente à capacidade do forno utilizado. Na literatura, esse problema considerando
apenas um forno para a produção foi tratado utilizando métodos exatos e heurı́sticos. Embora na prática seja relevante
considerar no processo de planejamento mais de um tipo de forno, poucos trabalhos incluem esta questão. Planejar
a produção considerando vários fornos é especialmente importante por questões de economia de energia elétrica e,
consequentemente, redução dos custos de produção. Neste trabalho, propomos um modelo inteiro misto para o problema
de dimensionamento de lotes inspirado numa fundição de pequeno porte do Estado de São Paulo. A fundição dispõe de
dois fornos que não podem ser utilizados simultaneamente. Testes computacionais foram conduzidos com o objetivo de
comparar o planejamento integrado dos fornos com soluções da literatura para problemas em que apenas um forno é
tratado.

Palavras-chave: planejamento de produção; otimização inteira; fundição; múltiplos fornos

1. INTRODUÇÃO

Neste trabalho, abordamos o problema de planejamento de produção em fundições de pequeno porte. De forma geral,
um plano de produção deve especificar quais ligas serão fundidas e quais peças serão vazadas a partir destas ligas. A
definição de um plano de produção eficiente é particularmente difı́cil devido à grande variedade de ligas e itens que são
produzidos.

As fundições de pequeno porte têm um importante papel na economia brasileira, pois pertencem a cadeia produtiva de
indústrias de diferentes setores, como, por exemplo, automobilı́stico e agrı́cola. Além disso, são responsáveis por muitos
empregos diretos e indiretos.

Devido a sua importância econômica e ao desafio cientı́fico que o problema de planejamento de sua produção repre-
senta, vários autores estudaram o problema. Stawowy e Duda (2012) apresentam uma revisão de artigos que abordam o
problema. Em particular, Araujo et al. (2008), Teixeira.Jr. et al. (2010), Tonaki e Toledo (2010), Camargo et al. (2012a),


